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froduccion al procesamiento

discreto de

d presente tema de actualizacidn completa la Frtroduccitn of
Pcesmiento discrets de seiales, artieyly publicado en el vol. 2,
I de esta rovista. En esta continuacion se introducird al

en los conceptos fundamentales del andlisis espectral como

mienta para el andlisis de sefiales, se deseribirdn los diferentes
ipea de analizadores de espectros ¥ los algoritmos mateméticos
Wiicrados. B¢ mencionarin también dlgunas aplicaciones del
il :;::;mj ¥ s discutirdn alguncs de los problemas pricticos

present tutorial aims to complete an Introduction to Discrete
Procesting. This introduction started with an asticle pu-

) Vol 2, No. 1 of this journal, In this article the reader
I be intraduced to the fundamental concepts of spectral analy-

% & lool In signal analysis. We will deseribe the diffcrent

um amalysers as well as the correspanding mathematical

L We will briefly mention some of the applications and

Wil problemas of spectral analysis,

Int i coifn

la primera parte de este articulo se hizo una
tenlacion muy somera de los conceptos esen-
S en los que estd basado el procesamiento
licreto de sefiales, Particularmente, se establecit
Elacion enfre sistemas discretos ¥ continuos
base en el Teorema de Muestreo y se discu-
Iiton los elementos que en conjunto constituyen
isiema de procesamiento discreto,

£ esta segunda parte se discutird, a nivel in-
ductorio, el analisis espectral como una herra-
Wkl para el andlisis de sefiales, ¥ se describird
tilizacion con base en sistemas discretos,
iente, se mencionardn algunas aplicaciones
indlisis espectral en el procesamiento de sefig-
#5¢ discutirdn algunos problemas pricticos del
tsmiento discreta,

nviene aclarar aqui lo que entendemos por
o de frecuencia, o simplemente espectro,

de una sefial. Toda sefial de origen fisico —electro-
magnetica, mecdnica, térmica, hidrdulica, etcé-
tera— puede representarse de manera equivalente
por medio de una gréfica en el dominio del tiem-
Po —la variacibn de amplitud de esta sefial como
funcién del tiempo- o por medio de su espectro,
que estd constituido por una grifica en el domi-
nio de la frecuencia. En ese sentido, el espectro
de una sefial constituye otra manera de ver el
mismo fenémeno: es una imagen distinta de Ia
misma cosa. Su utilidad radica en el hecho de que
muchas propiedades de una sefial se visualizan
més claramente a través de su espectro que a
través de su representacion en el tiempo.

II. La transformada de Fourier
1. Definicién y algunos ejemplos

La relacién explicita entre una sefial (funcién en
el dominio del tiempo) y una funcién especifica
en el dominio de la frecuencia (espectro) fue
establecida, por primera vez, por el fisico mate-
matico francés Jean Baptiste Fourier en un traba-
Jo publicado en 1809: [g teorta analitica del
calor. Si ignoramos por el momento sefiales de
amplitud constante, la contribucién fundamental
de Fourier en este sentido pucde expresarse de
manera sencilla: toda sefal de origen fisico es
susceptible de representarse como la superpo-
sicion de un término constante ¥ un namero
(finito o infinito) de componentes senoidales
cuya amplitud y fase son tales que, para cualquier
instante de tiempo su suma algebraica equivale al
valor de la sefal original en ese mismo instante,

Una sefal de amplitud constante, dado que no
varfa con el tiempo, posee un espectro compuesio
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tan solo de esa constante; esto es, una compo-
nente de frecuencia cero. En el espectro de una
sefial que varfa con el tiempo, la componente de
frecuencia cero corresponde al valor promedio de
la seflal y, por supuesto, en algunos casos ese
valor puede ser cero.

En términos matemdticos, el espectro de una
sefial estd difinido por;1.6

Flw) = fﬂ f(t)e I« Yt (1)

donde f{t) es la funcién (sefial) original, w es la
frecuencia angular (esto es w = 2xf) vy F(w) es el
espectro, es decir, la representacidn de la sefial en
funcién de la frecuencia.

La ecuacion (1) define, también, la llamada
transformada de Fourier, F {f(t)} de la sefial ori-
ginal, f(t). A partir del espectro F(w), la sefial
original f(t) puede recuperarse por medio de la
operacibn inversa, definida por la relacion:

W) = f " Fw)e“dw )

Esta diltima expresion define, también, la trans-
formada inversa de Fourier, F~' {F(w)} del es
pectro, F(cw).

Es posible demostrar que si f(t) es una sefal
peribdica de duracién infinita, su espectro F(w)
serd discreto; es decir, serd diferente de cero tan
solo para un nimero discreto de valores de la
frecuencia w. En caso contrario, ya sea una sefial
no periddica de duracidn infinita o una sefial de
duracion limitada (transitoria), este espectro serd
continuo y estard definido para todas las frecuen-
cias. Estos conceptos se aclaran en la Figura 1, la
cual se explica por s misma.

Es importante aclarar que, en general, el espec-
tro, F(w) de una sefial es para cada valor de la
frecuencia w un nimero complejo y estars repre-
- sentado, por lo tanto, por su magnitud, |[F(w)| y

s dngulo de fase, e®. Tendremos entonces que:

Flw) = |F(w)|e® (3)

La importancia de la relacion de fase que guar-
- dan las diferentes componentes sencidales del
- espectro de una sefial se aclara en |a Figura 2.
- Los espectros de las sefales representados enlas
 figuras 2a y 2b estdn constituidos por la misma
frecuencia fundamental, f,, ¥ su tercera armo-

nica, 3f;. La diferencia radica en la relacion de
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Figura 1. Relacion entre diversas sefigles y sus espectros. 1a) Co
rresponde 3l caso mis sencillo: el espectro de um sefial senoidal
purd, de frecuencia f; ¥ amplitud A. 1b) Corresporde a unz sefial
compuests por 3 senoides de frecuencias F, (Tundamental), 2 f,
(primera armdnica) y 3 [, (segunda armdnica), con las amplitudes y
signos indicados. Las Figuras 1a y 1b muestran sefiales periodicas(se
repiten infinitamente) de periodo 1/f, ¥ 1/f,, respectivamente. Su
espectro es, por o tanto, discreto y existe (inicamente para ciertos
vilores de la frpcuencia. La Figura lc) muestra que una sefial tran-
sitorla representada por wna senoide “cortada™, posee un espectrog
cantinug; esto e, contiene componentes a cualquier frecuencia. Lo
mismo ocurre con el pulso rectangular de la Figura 1d). En la Figu-
ra le) se intentd representar una sefial aleatoria, especificamente al
ruido blanco -blanco, por analogia con la luz- cuyo BLPECITD POsee
componentes de la misma amplitud a cuslquier frecuencia, ¥ por lo
tanto es constante.

fase, pues en 2b la anmobnica estd defasada 180°
con relacion a 2a.
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Fig. 2a.

Fig. 2b.
Figura 2. Importancia de la relacion de fase entre las componentes del espectro d

& una sefial,

2 Deseripcion de algunos tipos de Una de las maneras méas sencillas de obtener el
analizadores de espectro espectro de una sefial consiste en presentarla a la

_ entrada de un banco de filtros pasabanda, de
Un analizador de Espectro es un instrumento que ancho de banda muy estrecho ¥ conectar la salida

tGpla en su entrada una sefial en el dominio del de cada filtro a un instrumento que despliegue la

Ikmpo v despliega, registra o genera a la salida magnitud del voltaje de salida en funcién de la
nformacion grifica sobre el espectro de esa sefial. f;

recuencia central de la banda de paso de cada
4 implementacién  fisica es pricticamente en filtro (Figura 3),
dos los casos electrénica, lo cual obliga al uso Si los filtros de Ja Figura 3 fueran ideales (con
sductores si la sefial de entrada no es funciones de transferencia de formas rectangula-

res), y si las frecuencias centrales de los filtros
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in del principio de funcionamiento de un analizador de espectro constituido por un banco de filtros pasakanda. La Figura
superposicion de las bandas de paso de los K filtros. La Figura 3b) ilustra comao I zalida de cada filtro constituye un punto del
venci de I3 sedial de entrada,
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- adyacentes estuvieran separadas por exactamente
¢l ancho de banda de los filtros v se contara con
~ un nimero muy grande de estos filtros (para

- una manera rdpida y precisa para obtener el es-
- pectro. De hecho, en la prictica se utiliza este
principio, pero se implementa el banco de filtros
por medios digitales y se emplea un graficador o
pantalla de osciloscopio para mostrar la informa-
cion. Tal vez el principio mds utilizado en los
analizadores de espectro analogicos es el que se ve
- en kb Figura 4.

s
&
s Fitm
o ulides - [E L]

=t Defleniln
hasizant

- Figur 4. Principio de funcionamicnto de un analizador de especino

¢ ansligico (véase texio).

- En esta figura, la sefial de entrada es modulada
- por medio de una sefial senoidal de frecuencia
~ variable, lo cual equivale a trasladar el espectro de
la sefial original hacia valores de frecuencia cada
vez mds altos. Este corrimiento en frecuencia es
- proporcional al voltaje instantineo aplicado al
- ostilador de frecuencia variable (figura 5),

~ De esta manera, el filtro pasabanda “ve” cada vez
distintas bandas del espectro de la sefial original,
y genera una salida proporcional a la energia del
espectro para esa banda de frecuencias. Esto es, la
- modulacién produce un efecto equivalente al de
variar la frecuencia central del filtro a Jo largo de
la banda de frecuencias de interés.

Frecuencia

gura 5. Efecio de la modulacidn en un analizador de especto

amilogico (véase texto).
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- cubrir todo el eje de las frecuencias con buena.
resolucion), entonces este método constituiria

3. Limitaciones tedricas del andlisis espectral

Si consideramos nuevamente la Transformada de
Fourier, de la sefial f(t) definida por la ecuacién
(1) podemos concluir que, para calcular el espec-
tro de esta sefial, serd necesario observarla duran-
te todo su tiempo de duracién (a menos que
sepamos que la sefial es periddica, en cuyo caso
bastard observarla durante un solo periodo). Si la
sefial no es periddica, y el tiempo de observacidn
es finito, se cometerd por necesidad un error en
la obtencion del espectro, el cual serd particular-
mente notorio en los extremos del mismo (Fi-
gura 6).

En esta figura podemos apreciar que no sblo es
la sefial (b) claramente distinta a la sefal (a), sino
que también las transiciones sibitas al inicio y
final de la ventana de observacién introducirin en
el espectro componentes de alta frecuencia que
no estaban presentes en la sefial original. Fs
importante hacer notar que, en general, una sefial
limitada en el tiempo (de duracion finita) posee
un espectro no limitade en banda (véase también
la primera parte de este articulo). En consecuen-
cia, ¢l analizador de espectro deberia ser capaz de
operar sobre un rango de frecuencia infinito, con-
dicion claramente imposible.

Las condiciones anteriores muestran la existen-
cia de limitaciones prdcticas en el anilisis espec-
tral que se traducen en las siguientes suposicio-
nes:

1) La sefial original posee una duracion finita
o es periddica.

2) La magnitud del espectro de la sefial, para
todas las frecuencias mayores a una cierta fre-
cuencia finita dada, es lo suficientemente pequefia
como para ser considerada igual a cero,

Las implicaciones de las suposiciones anteriores
se discuten a contfinuacion, para el caso de un
analizador de espectro discreto.

4. La transformada discreta de Fourier?

Bajo ciertas condiciones, es posible evaluar la
Transformada de Fouwrier de una sefnal en forma
numérica. Especificamente, si:

1) La sefal es periddica, con perfiodo T, o la
sefial es no periddica pero de duracion finita, de
T unidades de tiempo, v

2) La sefal es limitada en banda a N/2T unida-
des de frecuencia, lo que permite que sea mues-
treada con una frecuencia de muestreo f =N/T,
donde N es un entero (véase el Teorema de Mues-
treo en la primera parte de este articulo).

Entonces, el espectro de la sefial puede descri-
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Figen 6. Dustracién del efecto producido por un tiempo de obser-

niitn limitado sobre las caracteristicas del espectro de uns sefial
[résse texin).
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Fig. 6 a.

-

fie totalmente por medio de N muestras del
nsmo dadas por:

MN-1

F(k) = E

n=0

1
f(n) e~ ) ok (4)

¢ o donde f(n) son las muestras de la sefial to-
madas a T/N unidades de tiempo y N es el
mimero total de muestras de la sefial.
También se cumple la relacién inversa. Dadas
i muestras del espectro F(k), es posible obtener
ld szfial original por medio de la relacién:

N_1 P
=5 3 Fke & ()
K=0

la prueba de lo anterior estd dada en el Apén-
dice I,

Antes de analizar las diferentes formas de imple-
Miatacion fisica de las expresiones (4) y (5),
wnviene insistir en el significado de las condi-
wnes (1) y (2) anteriores. Seglin lo expuesto en
i eccion 3, podemos concluir que para el caso
d la sefal no periddica de duracién finita la
ncteristica de ser limitada en banda es incom-
patible. Esta contradiccién implicita en la validez
%Iz expresibn (4) se resuelve en la practica por
iedio del uso de un filtro pasabajos; a través de
il 8¢ hace pasar la sefial original antes de eva-
dar su espectro. La figura 7 ilustra estos con-
gptos. La figura 7a muestra la sefal original de
lifcién finita, T. En 7b se muestra su espectro
I'recuepcia tedrico (de ancho infinito). Si antes
le evaluar el espectro de la sefal se hace pasar
M a través de un filtro pasabajos, para limitarla
hinda a la region asciurada de la Figura b, el
tiltado neto es que el espectro obtenido corres-
pnde al de la sefial mostrada en la Figura 7c¢. Este
.-:-5" corresponde a un caso extremo, pero
mvene recordar que cuando se evalia el espec-

tro de una sefial por medios numéricos siempre se
cometerd un error.

VolVamos a la expresién que define la transfor-
mada discreta de Fourier (ecuacién 4). Conviene
analizar el nimero de célculos requeridos para su
evaluacion. Como ejemplo, supdngase que se
muestrea una sefial con una frecuencia de | KHz
durante 1 segundo..Esta frecuencia de muestreo
implica que la sefial esta limitada en bapda a 500
Hz. Bajo estas condiciones, al aplicar la ecuacién
(4) se obtendrdn 1 000 muestras del espectro se-
paradas entre si por 1 Hz, Las muestras del espec-
tro entre la nimero 0 y la nimero 499 corres-
ponden al espectro de la sefial, y aquellas entre la
muestra 500 y las 999 corresponden a la primera
repeticion periddica del espectro (recuérdese que
el espectro de una sefial muestreada es periddico;
véase la primera parte de este articulo). Bajo estas
condiciones podemos observar que el espectro de
la sefial queda descrito con N muestras.* La situa-
cion anterior se ilustra en la Figura 8. La Figura
8a muestra el espectro de la sefial original, mien-
tras que la 8b describe los resultados de evaluar la
expresion (4).

Segin lo expuesto hasta aqui, podemos apre-
ciar que la evaluacién de cada una de las muestras
del espectro requiere de una cantidad de cilculos
formidable. Por ejemplo, para k=0 (la compo-
nente de cero frecuencia del espectro) resulta,
sustituyendo en la expresion (4) e? = |;

F(0) = f(0) + f(1) + £(2) + ... + f(999)  (6)
Esto es, la determinacion de F(0) requiere de

999 sumas. Para evaluar F(1), debemos sustituir
k = | enla expresién (4), resultando asi:

F(k) = f0) + f(1)e 7 ® 4 g2y 4

+f(999) 1% (7)

o sea, F(1) requiere para su cilculo de 999
multiplicaciones {complejas) y 999 sumas {com-
plejas, en general). Es facil ver, pues, que en
términos aproximados para el cdleulo de las 1 000
muestras del espectro se requieren:

N? = 1 000 000 multiplicaciones complejas y
NN — 1) = 999 000 sumas complejas

De hecho, los cilculos anteriores no son todos,

* Ln caso de que la sefal sea real,
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Figura 7. Nustracidn del efecto del filtrado pasabajos previo al and-
lisis espectral de una sefial no-periddica {véase texio).

puesto que las F(k) asi obtenidas, son nimeros
complejos, por lo que, para expresarlas en térmi-
nos de magnitud y fase, son necesarios calculos
adicionales,

Por lo anterior, durante mucho tiempo se con-
siderd que la transformada discreta de Fourier
nunca habria de sobrepasar la categoria de curio-
sidad matemdtica. Esta situacién cambio al apare-
cer la transformada rédpida de Fourier (FFT). Al
referirse a la FFT, se trata, de hecho, de un
nombre genérico para un gran nimero de algorit-
mos, que reducen a un nimero razonable la can-
tidad de cilculos requeridos para la evaluacion de
la transformada discreta de Fourier. La mayoria
de estos algoritmos reducen la cantidad de mul-
tiplicaciones necesarias a N/2 log, N (en vez de
N*), v la de sumas, proporcionalmente. Para
nuestro ejemplo (N =1 000), resultan aproxima-
damente 5000 multiplicaciones, en vez de un
millon (una reduccién por un factor de 200).

Magn.

. +
Fig. & h) 0 499 999
S00 e
Figura 8. Evzluacion del espectra de una seqial muestreada por

- medio de la transformada disceeta de Fourier. Ha) Espectro de la
~ @hal original. Bb) Espectro de b sefial muestresds,
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El primer trabajo en ese sentido fue publicado
por el matemdtico alemdn Runge,® pero en su
tiempo, el cdlculo de 5 000 multiplicaciones resul-
taba tan abrumador como el de un millén.

Cominmente se atribuye el primer algoritmo
de FFT a los mateméticos norteamericanos Coo-
ley y Tuckey,!? quienes lo descubrieron indepen-
dientemente en 1965. Se trata, en esencia, de
aprovechar _ciertas propiedades de simetrfa del
término e H2*/NInK pary efectos de ilustracion,
en el Apéndice II se describe uno de los algorit-
mos de la FFT.

5. El analizador de espectro discreto

.
A continuacion, se describe el conjunto de opera-
ciones que realiza un analizador discreto (digital)
de espectro tipico (véase Figura 9). '

1) La sefial en el dominio del tiempo es mues-
treada N veces, tomando una muestra cada 7
segundos, en donde T corresponde a la duracién
de la ventana de observacion en el tiempo T,
dividida entre el nimero de muestras N:

¥ (8)

Esta frecuencia de muestreo, definida por r,
requiere del uso de un filtro limitador de banda
(véase la seccion IV) con frecuencia de corte

N
27T

2) Un procesador digital toma las N muestras
de la sefial (previa conversion analdgico-digital) ¥,
con auxilio de unas tablas de los valores de

1
f ==— =
T

€

Re{e” jt2mMink } I {e—j{hm]nk }

¥

calcula cada una de las muestras F(k) (parte real
y parte imaginaria) del espectro, con base en la
expresidn (4).

3) El procesador calcula la magnitud del espec-
tro discreto de la sefial elevando Re{F(k)} e
I{F(k)} al cuadrado, efectuando la suma de los
valores obtenidos y posteriormente evaluando la
raiz cuadrada. Los valores asi obtenidos se depo-
sitan enlUna memoria.

4) Por medio de un convertidor digital-analo-
gico y un filtro reconstructor (véase la primera
parte de este articulo), se despliega el espectro
obtenido en la pantalla de un osciloscopio o en
alpin graficador.

Fs conveniente hacer notar el hecho de que,
bajo las condiciones anteriores, el rango de ani-
lisis del espectro estara limitado precisamente a




f. Hz (por la presencia del filtro limitador de ban-
d2), y la resolucién obtenida estara fijada por el
mimero de muestras del espectro, Nf2. Estas
muestras pueden visualizarse como las salidas de
un banco de N/2 filtros pasabanda, cada uno con
ancho de banda igual a 1/T,

-~ Dentro del esquema de operacién descrito exis-
en muchas variantes, Se dice que el analizador
0ptra en tiempo real si es capaz de calcular un
Speciro en el tiempo que transcurre entre una
muesira y la siguiente. En ese caso, el analizador
@ capaz de mostrar al espectro como funcion del
empo, calculando primero un espectro, sustitu-
jendo luego la muestra maés vigja (en el tiempog)
for la mas reciente para repetir, asi, el calculo del

Aleunos analizadores incluyen la posibilidad de
promediar cierto nimero de espectros. Una de las
arcleristicas de ciertos algoritmos de FFT es la
U¢ poder calcular los espectros de dos sefiales
teilés al mismo tiempo; con esto es posible, entre
olras cosas, evaluar la correlacién entre espectros,

parte del valor obvio de disponer del espectro
% una sefial, en lo que al conocimiento de sus

#I¢, existe una serie de tareas de procesamien-
de sefiales més sencillas de realizar con base en
dspectro que en el dominio del tiempo. Anali-
mos algunos ejemplos:

I} Filirado. El espectro de una sefial puede
ificarse multiplicdndolo por el espectro de
i funcion especifica de filtrado. La transforma-
discreta inversa del espectro modificado pro-
imiona la sefial filtrada (en el tiempo). Si

comparamos las expresiones (4) y (5), se observa
que el mismo algoritmo utilizado para el cilculo
de 14" transformada discreta de Fourier es capaz
de generar la transformada inversa: la diferencia
es un factor de escala y un cambio de signo.

2) Funcién de transferencia. La funcién de
transferencia senoidal de un sistema H(w), g, se
puede obtener con base en los espectros de las
sefiales de entrada, F(w), y salida, Flw)y por
medio de la expresién:

_ Flw)yg

H(w),, = Flw), . (9)

3) Respuesta a impulso de un sistema. La
respuesta a impulso de un sistema se puede
obtener calculando la transformada inversa de la
funcién de transferencia, H{w), -

4) Funcién de autocorrelacién. La. funcién de
autocorrelacion R,, de una sefial A(t) se puede
calcular con base en la transformada inversa del
espectro de potencia media de la sefial:

Raa = F 71 {(F(w), F(w)®)'?) (10)
en donde F(w)} representa al complejo conjuga-
do del espectro, F(w),, de la sefial original.

3) Funcion de correlacion cruzada. La funcién
de correlacion cruzada, R,g, entre dos sefiales,
A(t) y B(t), puede calcularse en términos de los
espectros de las dos sefales, Fw), vy Flw)g, vy
estd dada por:

Rap = F 7 {F(w), Flung } (11)

esto es, R,p estd dada por la transformada
inversa del espectro de potencia cruzada media,

Espectro
Espectro de
complejo . potencia
fitfy—s Filtro et rea- o Convertidor o Memoria Multiplicador)|
pasabaj dar analfgico digital sumsdor
digital ;
Multiplicadar,
sumador,
ftablas de seno
¥ CUSENG
Magritud del
ESpecLio Convertidor

# o digital-  f———=Osciloscapio,
anzlégice | graficador

Figura % Operacion de un analizador digital de espectro (véase texto).
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6) Funcidbn de coherencia. Una medida de la
relacidn causa-efecto entre dos sefiales es la llama-
da funcién de cGhErEncia,_ que toma valores entre
cero y uno y estd definida por:

Gup ' Gip

1

L (12)

Gaa * Gpp

en donde G,y es el espectro de potencia cruzada
media definido en el punto 5, y G,,, Ggy son
los espectros de potencia media de las sefiales A v
B, definidos en el punto 4.

Otro campo de aplicacibn muy importante del
andlisis espectral es el procesamiento de imégenes.
Para esta aplicacién es necesario hacer uso de la
transformada discreta de Fourier en dos dimensio-
nes, que se define como8 :

B, -1 Ny-1

Xk, ky) = E E

n,=0 0,=0
x(nlsn]}e-j[ﬁf’] nik, E_j{g]':_} ny k, (13}

La expresion anterior puede describirse como
sigue;

N, -1
Alky, ky) = Z
n, =0

SO ke | e
g ng &y
2

x(ny, nyde ‘i{ﬁ;) “*i{l (14)

El término entre paréntesis rectangulares cons-
tituye una serie de N transformaciones unidi-
mensionales, obtenidas al variar n, desde O hasta
Ny, - 1. Si llamamos a cada resultado de estas
transformaciones g(n,, k, ), entonces resulta:

N, =1 P
Xk, ko) = 3 e ) mkigin, k) (15)

n,=0

que es, otra vez, una serie de N, transformacio-
nes unidimensionales conforme k, varia de 0
hasta N — 1. Esto es, la transformada bidimen-
sional puede calcularse evaluando Ny, + N, frans
formaciones unidimensionales. Un argumento si-
milar es aplicable a la transformada bidimensional
inversa.
Para el caso de una imagen, cada x(n,, n,)
- mEpresentarfa la intensidad (nivel de gris) de*un
~ punto (elemento) ubicado en las coordenadas (n,,
1), El “espectro™ de 1a imagen no tiene unidades
& frecuencia, desde luego, sino de 1/L, en donde
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L es la unidad de longitud. Al espectro bidimen-
sional de una imagen es aplicable el equivalente
de la operacibn de filtrado para sefiales unidimen-
sionales. El filtrado de imégenes se utiliza, entre
otras aplicaciones, para reducir los efectgs del
ruido introducidos en la transmision de imdgenes
a grandes distancias. Otras aplicaciones del espec-
tro bidimensional involucran operaciones de de-
convolucibn (restauracibn de imdgenes movidas,
desenfocadas, etcétera) y procesamiento no-lineal
(realce de contraste, por ejemplo).

IV. Problemas pricticos del
procesamiento discreto

No es posible en el marco de este artfculo
discutir cuantitativamente todas las fuentes de
error en el procesamiento discreto. Mads ain,
muchos problemas se encuentran en la frontera
del conocimiento y son objeto de estudio de
numerosos grupos de especialistas. Se menciona-
rdn a continuacién las fuentes de errores mis
obvias a las que se enfrenta el que aplica las
técnicas del procesamiento discreto. (Una discu-
sibn mds detallada se encuentra en las referencias
3,45y 7)

. Filtros limitadores de banda

Como se analizd en la sepunda parte de este
articulo, se requiere de un filtro limitador de
banda (pasabajos) en todos aquellos casos en los
que la sefial no es inherentemente limitada en
banda. En las aplicaciones de filtrado discreto es
posible proporcionar bandas de proteccién entre
la frecuencia de corte del filtro pasabajos v la
frecuencia correspondiente a la mitad de la fre-
cuencia de muestreo, con el objeto de redueir los
efectos de la atenuacién no-infinita del filtro
pasabajos (aliasing: superposicion de espectros ad-
vacentes) a niveles tolerables. Sin embargo, esto
no es posible en el andlisis espectral, ya que la
existencia de una banda de proteccién reduciria
el rango de frecuencias o la resolucién del instru-

Amp.

e h_._-ﬂl[_q

l
D i |LF
l T I Tec.
f

-4

Figura 10. Nustracién de los efectos producidos por el comporta-
miento no ideal del fltro limitador de banda (véase tekm).




mento. Este efecto se muestra en la figura 10, en
donde se puede apreciar que de proporcionarse
una banda ‘proteccidbn de ancho Af = fo — 1,
ésta limitarfa el rango del analizador a un valor
de 2 /f, veces el limite teérico del instrumento.

En consecuencia, la desviacién de las caracteris-
ticas de un filtro pasabajos fisicamente realizable
de las del filtro pasabajos ideal, tanto en respues-
fa a la frecuencia como en fase, es una fuente
importante de error,

2. Muestreo y conversidn analdgico-digital

El circuito muestreador-retenedor en su forma
més sencilla puede visualizarse como se muestra
en la Figura 11. En el circuito de la figura, el
switch S cierra periddicamente (a intervalos T
seg) durante 7, segundos y carga un condensador
- C, via una resistencia R que incluye la resistencia
- el interruptor, asi como resistencias de alambra-
do.

Figur 11. Circuito muestreador retenedor ideal (véase fexto).

El condensador C retiene su carga y, con ello,
el valor de la muestra, hasta el siguiente intervalo
de muestreo, permitiendo asi que un convertidor
amalbgico-digital efectiie la conversidén durante el
intervalo entre muestras.

Una expresion aproximada de la magnitud de
la funcién de transferencia del circuito muestrea-
fdor-retenedor toma la forma?

+ =1 T T — 172
ecmersa] o,
a

tdonde 7, = RC es la constante de tiempo del
druito. De Jo anterior se desprende que el
muestreador-retenedor introduce un efecto de fil-
irdo, tipo pasabajos, cuya importancia depende
findamentalmente del valor de 7.

Los convertidores analdgico-digitales modernos
glen considerarse prdcticamente ideales en lo
¢ s refiere a lincalidad, monotonicidad y pre-
wiln. La limitacion fundamental de estos dispo-
ilifs radica en el hecho de poseer una resolu-
i finite (2°N Jdonde N es el nimero de bits

del convertidor). Esta resolucién impone una res-
triccién no superable al procesamiento discreto, al
g€nerar muestras discretas ya no sélo en el tiem-
po, sino también en la amplitud; esto es, al
generar sefiales digitales. Asf, un convertidor de
12 bits limita al procesador a una resolucién (en
amplitud) de 1 parte en 4096, ¥ a un rango
dindmico de 72.25 db.

3. El procesador digital?. 11

El procesador digital contribuye al error total del
sistema de andlisis espectral por toda una serie de
circunstancias, entre las cuales destacan las si-
guientes:

a) Precisién finita en la representacidn de cons-
tantes.

b) Errores por redondeo y/o truncamiento a
un nimero finito de bits de los resultados parciales,

¢) Acumulacién de errores (mencionados en b)
en algoritmos recursivos y/o algoritmos que invo-
lucran la evaluacién de sumatorias. Todos los
algoritmos mencionados aqui son de este tipo.

d) Problemas de estabilidad de algoritmos re-
cursivos.

Cada algoritmo de cdleulo presenta problemas
individuales y es dificil establecer lineamientos o
cotas al error, de validez general. (Una exposicién
excelente de este tema se encuentra en la referen-
cia 8.) En principio, esta clase de problemas se
ataca por medio de una herramienta probabilisti-
ca. El factor costo y la velocidad de ejecucién
condicionan los compromisos que el disefiador
habrd de establecer en una aplicacién dada.

4. Convertidor digital-analégico
¥ filtro reconstructor

En los sistemas modernos, el convertidor digital-
analdgico rara vez contribuye de manera aprecia-
ble al error global de los mismos. Los convertido-
res actuales ofrecen caracteristicas de precision,
resolucion y velocidad tales que, en general, no
afectan las caracteristicas del sistema. (El filtro
reconstructor, sin embargo, estd sujeto a los mis-
mos problemas que los mencionados en el punto
1). Cabe aclarar que, en términos generales, los
efectos de distorsion en amplitud v fase de los
filtros limitador de banda v reconstructor pueden
ser compensados por medio del mismo procesa-
miento digital. Lo que en altima instancia consti-
tuye el limite insuperable son lus pendientes de
corte finitas y la atenuacion finita en lu region de
atenuacidn de un filtro dado,
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APENDICE |
De la Transformada Continua de Fourier a la Transformada Discreta de Fourier

- Considérese el problema de evaluar

numérica-
mente la integral:
X(w) = f X(t)e T gt Ly

Atacaremos este problema en dos pasos: 1) Con-
vertir la integral infinita en otra finita, y 2) Susti-
tuir la integral finita por una suma. Para lograr el
primer objetivo, nos limitaremos a evaluar mues-

tras del espectro (1.1), para valores de ¢ = nwg,
donde w, = 27/T

Xinwg) =f x(t)e ~Inest gy

(1.2)

La expresion (1.2) puede escribirse como una
suma infinita de integrales, cada una evaluada
sobre un periodo T:

~ Xnwg) =

e ﬂm-t—l}jl
3 f x(e e ldt  (1.3)

m=-—= “(1m— 1]-;"'-

S¢e hace el cambio de variable t — t—mT y
-~ fesulta asi:

. K[nmﬁ] =

- T/
> X(t — mT)e et =MD
m=—= «~_T/3
- T/2
= 3 X(t —mT)e™™elgr  (1.4)
m==eu J_T/2
yaque efMwemT = ginmaw _ (wo = 2—"}
T
% (t)
kx M Tmmgg

fipn L1 Seiial periodica R(0) oblenidg a partir de la sefial no

Pl n(t) para efectos de la transformada discreta de Fourier
e (2x1a).
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Finalmente, se intercambia el orden de’la su-
matoria e integral en (1.4) y resulta:

Th b
X(nwg) = 2. x(t—mT)| e Inwsty;
-T2 m=—e
Ti2
= f % (e ety  (Ls)
4 -T/2
en donde
R(t) = E x(t —mT)
m!—m

es una sefial peri6dica en T obtenida a partir de
x(t) (figura 1.1).

La expresidbn (1.5) establece que la integral
(I.1) puede reducirse a una integral finita sustitu-
yendo x(t) por una sefial periddica X(t), que
puede determinarse exactamente si se conoce x(t)
para toda t,

Para lograr el segundo objetivo se har uso del
hecho de que =%(t) es peribdica vy que, por lo

tanto, puede ser expresada como una serie de
Fourier:

X() = 2 K™ | donde

n=-—o=

I T/2
Ko =7 f R (tye ~Inetar  (1.6)
-Tf2

Al comparar la ecuacion (1.6) con la ecuacién

(L5) se observa que K, = 3 X(nw,) y, por lo
tanto:

it)=-'f 2

X(newg Je Mot

(L.7)

Para poder resolver la ecuacién (1.7) para

X(newy ), es necesario reducir la sumatoria infinita
a otra finita,

Sea 1= T/N y % (mr) muestras de X(t) tomadas
cada 7 segundos, entonces:

Ll

ffmTJ'EJ? D X(newp)elmwsr (1.8)

n=-—m



ghmuw,r — jam e _ ehﬂiﬂ"% =Wy (1.9)

En estos términos podemos escribir la ecuacién
1.8) como:

-

I -
R(mr) = =Z X(nwo)Wy  (L10)

K+ K=0,1,
... entonces:

‘Sea ahora n = N-1y

w=1,0,1,

im _ K+ tNIm _ oy KmyptmN
LR Y WN ""'wN WH

Pero, WM = MmN

{n, m, K, N — enteros) (1.11)

¥ esta manera, la ecuacidon (1.10) puede escri-

N-1 =
r]=;i: Y 2 X[(K + rN)ew JWKm

K:ﬂ [=—m=

-1
] _
=T K; X (Kwo )WE™ (1.12)

2 secuencia periodica de periodo N definida

f ix
aciendo uso de la notacién el W = Wy, entonces:

Figura 1.2 Relacibn entre los espectros muestreados X(Kew,) ¥
X(Kw, ) {véase texto).

En funcién de lo anterior, X(Kw,) puede
obtenerse de las muestras ¥(mr) de X(t) resolvien-
do un sistema de N ecuaciones simultineas. Nb-
tese que, en peneral, X(Kwgy) no es igual a
X(Kwg). También, en general, X(Kw,) no puede
obtenerse de X{Kwy) a menos que, a lo mis,
N valores de X(Kwg) sean distintos a cero. Esto
es X(Kw,) puede obtenerse de X(Kewg) si X(w)
fséi limitado en banda a #/T radianes/seg (Figura
2)

Resumiendo, si X({w) estd limitada en banda a
#fT radianes/seg, entonces se podrin obtener N
muestras X(Kewy) del espectro X(w) a partir de
otras tantas muestras de la sefial periodica X(t).
El Teorema de muestreo (en frecuencia) garantiza
entonces que las muestras X(Kwgy) contienen
toda la informacién espectral. En estas condicio-
nes, sin embargo, x(t) no esti limitado en el
tiempo, por lo que se cometerd un error (aliasing)
en el tiempo si no se caleula %(t) a partir de x(t).
Si X(w) no estd limitado en banda, x(t) puede ser
igual a X(t), pero entonces se cometerd un error
(aliasing) en la frecuencia.

La relacién (1.12) define la transformada dis-
creta de Fourier inversa. Las muestras X(Kewy)
del espectro pueden obtenerse de ([.12), con lo
cual resulta:

N1
X(Kwg) = E

n=o

X(nT) Wy Kn

K=01,.N-1 (113

La prueba se encuentra en la referencia 8.

APENDICE I
La Transformada Rdpida de Fourier (FFT)

niderense las expresiones:

N=-1

= Y xmWY K =0,1,..N—-1 (L 1)

X, =L E XKW, . on=01,..

N-1
N - 1{IL2)

:r|=ﬂ
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que constituyen la pareja de transformadas discre-
fas de Fourier en su notacién mis usual, en
donde Wy =e-27/N y N e un entero.

Supongase que N = 2L (L un entero), enton-

ces Xy puede representarse como la suma de dos
secuencias:

N-1 M-

Xk = 3 xmWi+ 3 x@mWR (L 3)
n=g n=o
n par n impar

Sea n=2r para n par y n = 2r + 1| para n
impar (r entero), entonces:

;

N
;"1 E =1

2
Xe= 20 XOWRK+ 37 x(ar + Wi+ 0K

. I=0 =g

N
Tl r-

= 2 x@) (Wt +wE 5

I=o r=o

x(2r +) (Wi)'®
Pero

-1 E-I
2

2
=Y QWG AWE Y x@r+ 1) wib,

r=a r=dq

=
I

= G(K) + WKH(K)  (I1.4)
~donde G(K) es la transformada discreta de las
- muestras pares x(2r), y H(K) corresponde a la
transformada de las impares x(2r + 1).

- Como G(K) y H(K) se evaltian con base en N2
términos, tante G(K) como H(K) requieren de
aproximadamente N? /4 multiplicaciones. Asf, el
lotal de multiplicaciones requerido resulta ser de
IN?/4 para la evaluacién de G(K) y H(K) mis
Nf2 para la evaluacién de WE H(K), asi tenemos
parg valores N grandes:

N N N

raf =

2
{N+])aTN-p:IraN$‘ 1 (1. 5)

Esto es, el nimero de multiplicaciones se re-
duce aproximadamente a la mitad,

NOTA: X(K) es periddica con periedo 27 v po-
see N términos por periodo. G(K) v H(K) poseen
REV. MEX. ING. BIOM., VOL. 111, NUM. 1, 1980

el mismo perfodo, pero generan sclamente N/2
valores distintos.

N
Sea ? < K< N-l,estoes,sea K=m +

N N ‘
_i-' m=0, 1, .., “E- — 1, entonces,
wﬁ = wﬁt+¥ =

n m+-];l- o
eIl = Wle it =

- WN
Por lo tanto
X(K) =
G(K) + WRH(K) , K = 0, 1,‘..5}1- 1
K N N
G(K) - WNH(K) , K = 3,5 +1,..N~1(IL6)

Grificamente resulta lo siguiente (Figura IL1),
para el caso de 8 muestras de la sefial:

Xo — DFT Xo
Xz —a de Xy
Xa — N2 X,
X6 ——»f puntos X3

LU

N/2
X7 —! puntos

3

donde se utilizé la convencién de la llamada “mariposa™

a A
M
b B
Figura I1.1 g'].unm:ldn del cileulo de i transformada discreta de
Fourier con Base en la FFT (véase texto).

A=n*'ﬂr’Nb
B=a-wnb

N
Dado que N se supone igual a 2L entunces—; =

221y tanto G como H poseen un nimero par

de términos, entonces se puede repetir el proceso,
expresando a G y a H como la suma de dos secuen-
cias de N/4 términos cada una, Si s¢ sigue este pro-




